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1 背景

本研究では，非凸集合と凸集合の共通部分を見つける問題 (非凸

制約可能性問題)について考える．この問題は，工学における様々

な問題を表現できる [2, 3]．ここでは，λ = { λ1, . . . , λn }としたと
きに，固有値 λを持つ対称非負 n×n行列を決定する問題 (SNIEP)

を考える．先行研究では，SNIEPを制約可能性問題に定式化し，射

影法を適用することで問題の解を求めている [2]．

また，文献 [2] の定式化では制約集合が非凸集合になるが，近

年，Li-Pongによって，制約集合が非凸集合になる場合についての

Douglas-Rachfordの分割法が提案されている [1]．

2 目的

本研究では，制約可能性問題に定式化された SNIEPについて文

献 [1] で提案されている Douglas-Rachford の分割法を適用し，そ

の有用性を検証する．

3 制約可能性問題と Douglas-Rachfordの分割法

集合 C を閉凸集合，集合Dを閉集合とした際，制約可能性問題は
Find u ∈ C ∩ D (1)

と表すことができる．

文献 [1]では問題 (1)を解決するために以下の最小化問題を検討

している．

minimize
1

2
∥u− PC(u)∥2

subject to u ∈ D.
(2)

集合 Dが凸集合のとき，問題 (1)と問題 (2)は等価であることが知
られている．このとき，Douglas-Rachfordの分割法を

xn+1 =
1

2

(
Id+ (2PD − Id) ◦

(
2

1 + γ
(Id+ γPC)− Id

))
(xn)

(3)

として適用している．ここで Idは恒等写像，PC , PD はそれぞれ集

合 C,D への射影，γ は 0 < γ <
√

3
2 − 1を満たすステップサイズ

である．このとき，集合 C,D のどちらかがコンパクト集合である
とき，{ (xn + γPC(xn))/(1 + γ) }の収積点が問題 (2)の停留点に

収束することが知られている [1]．

4 SNIEPの制約可能性問題への定式化

この節以降では，サイズが nの実対称行列からなる集合 Sn で考
え，ノルムは Frobeniusノルム ∥ · ∥F を使用する．対称非負行列か
らなる集合を

C = {A ∈ Sn | Aij ≥ 0 for all i, j } (4)

と表す．また，次のような λ = { λ1, . . . , λn } を考え，Λ =

diag(λ1), · · · , λn とする．固有値 λ を持つ実対称行列からなる

集合を

D =
{
A ∈ Sn

∣∣ ∃V : 直交行列 s.t. A = V ΛV T
}

(5)

と表すと SNIEPは以下の問題と等価になる [2]．

Find X ∈ C ∩ D. (6)

このとき，C は閉凸集合，D は非凸コンパクト集合となる．また，
集合 C への射影 PC(A)は PC(A)ij = max {Aij , 0 } (∀i, j ≤ n)で

与えられる．A ∈ Sn, A = V diag(µ1, . . . , µn)V
T , µ1 ≥ · · · ≥ µn

としたとき，集合 Dへの射影 PD(A)は PD(A) = V ΛV T で与えら

れる．

5 数値実験

固有値 λ = { 3− t, 1 + t,−1,−1,−1,−1 } (0 < t < 1)を持つ対

称非負行列を求める問題に対して既存のアルゴリズム (射影法) と

文献 [1]で提案されているアルゴリズム (DR法)を適用した結果を

比較する．初期値X の各成分は区間 [0, 1]上の一様分布に従ってい

る．実験回数は 1000回で，繰り返しの上限は 5000回としている．

また，アルゴリズムの終了条件は，射影法は ∥xn − yn∥F < 10−7，

DR法は，以下の式 (7)としている．

max { ∥ xn − xn−1∥F , ∥yn − yn−1∥F , ∥zn − zn−1∥F }
max { ∥ xn−1∥F , ∥yn−1∥F , ∥zn−1∥F , 1 }

< 10−7.

(7)

数値実験の結果を表 1に示す．表 1より，DR法が解に到達する

割合が高いことがわかる．

表 1 数値実験の結果

繰り返し回数 %solved

t 射影法 DR法 射影法 DR法

0.25 273.00 389.08 99.5 100

0.50 302.30 399.60 96.2 100

0.75 164.52 415.77 61.6 100

0.95 144.82 418.66 49.4 99.6

6 結論

非凸制約可能性問題に対して，理論的な保障がされている

Douglas-Rachford の分割法を適用した．その結果，既存のアル

ゴリズムよりも高い割合で解を求めることができた．

今後の課題は，文献 [3]のような制約可能性問題に定式化されて

いる他の問題にも Douglas-Rachfordの分割法を適用し，その有用

性を検証していくことである．
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